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Introduzione
L’interazione tra acciaio e idrogeno è oggetto di molti studi in quanto la
diffusione dell’idrogeno ha notevoli effetti sulle proprietà meccaniche dell’ac-
ciaio. Quando si è ad alte temperature o in presenza di gradienti di con-
centrazione, gli atomi di idrogeno che diffondono nel metallo si ricombinano
nelle cavità dei difetti del reticolo, quali dislocazioni o microvuoti. In tali
cavità l’idrogeno può assumere forma molecolare o, in condizioni di elevata
temperatura, legarsi col carbonio dell’acciaio e formare metano. L’accumulo
di questi gas nei difetti determina un aumento locale di pressione tale da
snervare localmente il materiale e provocare la formazione di una cricca. A
causa di questo fenomeno l’acciaio si infragilisce considerevolmente.
I difetti del reticolo che catturano l’idrogeno diffusibile, proprio per ta-
le comportamento, sono chiamati “trappole”. Le trappole si distinguono in
reversibili e irreversibili in relazione alla possibilità che l’idrogeno ha di la-
sciare o meno il sito per tornare diffusibile. La distinzione tra reversibili e
irreversibili è data dal valore del salto energetico ∆H richiesto all’atomo di
idrogeno per essere liberato dalla trappola. Valori tipici di soglia sono intorno
ai ∆H = 50 kJmol , ma sono influenzati dalla temperatura..
Le trappole sia reversibili che irreversibili si caratterizzano usando, come
parametro, la loro concentrazione in termini di siti occupabili per unità di vo-
lume. Il salto energetico prodotto agli atomi di idrogeno può essere tradotto
in termini di rateo di asportazione e, esclusivamente per le trappole reversi-
bili, in rateo di rilascio. Il rateo di asportazione è la rapidità con cui viene
modificata la concentrazione di idrogeno diffusibile nei pressi delle trappole,
mentre il rateo di rilascio esprime la frequenza con cui gli atomi di idrogeno
lasciano le trappole reversibili.
La caratterizzazione di un acciaio in base alle trappole contenute in esso
permette una previsione più accurata del rischio relativamente all’infragili-
mento da idrogeno. Un fenomeno misurabile che è influenzato dalla presenza
delle trappole è la permeazione dell’idrogeno nell’acciaio. In particolare, spe-
rimentalmente, si misura il flusso in uscita dalla faccia di una lamina di
idrogeno a cui è stato imposto un gradiente di concentrazione esterno. In as-
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senza di trappole, ovvero in un monocristallo perfetto, il fenomeno è regolato
dalle leggi di Fick. I consistenti scostamenti da tali leggi che si riscontrano
nelle prove sperimentali possono permettere la determinazione dei parametri
relativi alle trappole presenti nel materiale. Le trappole, infatti, sottraggono
idrogeno diffusibile provocando una sensibile diminuzione del flusso rispetto
a quello prevedibile secondo la teoria del monocristallo.
L’obiettivo della tesi è, in primo luogo, sviluppare un metodo numerico
per simulare la diffusione dell’idrogeno in un acciaio con trappole e, in secon-
do luogo, sfruttare tale metodo per poter ricavare da una curva sperimentale
di flusso le proprietà del materiali in termini di parametri di trappole.
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Modello fisico e matematico
Definizione del problema
Il sistema fisico considerato consiste in una lamina di acciaio di spessore
a posta tra due ambienti aventi concentrazioni di idrogeno differenti, come
rappresentato in Figura 2.1. Nei casi che verranno esaminati, una concentra-
zione al contorno sarà un parametro sperimentale (C0), mentre l’altra sarà
sempre posta uguale a 0. L’acciaio della lamina ha generalmente subito delle
lavorazioni, come ad esempio i processi di deformazioni plastica, che hanno
prodotto la formazione di siti trappola per l’idrogeno, la presenza dei quali
influenza notevolmente il fenomeno di diffusione.
Figura 2.1
Le dimensioni della lamina perpendicolari all’asse xˆ della figura si consi-
derano infinite, ovvero di almeno un ordine di grandezza maggiori rispetto
alla dimensione a dello spessore. In tal modo è valida l’ipotesi di monodimen-
sionalità, ovvero che tutte le variabili che verranno prese in considerazione
dipendono spazialmente solo dalla posizione x all’interno della lamina. Per
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avere un’idea delle grandezze in gioco, lo spessore a assume valori nell’or-
dine di 1 ÷ 5mm, mentre i lati della lamina hanno dimensioni di qualche
centimetro.
La variabile che maggiormente interessa il fenomeno è la concentrazione
di idrogeno diffusibile all’interno del materiale e il suo andamento CH(x). Le
altre due variabili importanti ai fini della formulazione del problema fisico so-
no la concentrazione di idrogeno intrappolato in siti irreversibili e reversibili,
sempre in funzione della x.
A livello sperimentale, data l’impossibilità di misurare il valore della con-
centrazione di idrogeno in diversi punti dello spessore, si rileva il flusso di
idrogeno in uscita dalla lamina sul lato a concentrazione imposta nulla, ov-
vero la quantità in massa di idrogeno che esce dalla lamina per unità di
superficie e tempo.
Modello fisico
Equazioni di McNabb e Foster
In assenza di trappole, sotto l’ipotesi di monodimensionalità e supponen-
do la diffusività dell’idrogeno nell’acciaio costante nello spazio, il fenomeno
della diffusione dell’idrogeno segue la seconda legge di Fick
∂C
∂t
= D∂
2C
∂x2
La presenza di trappole però produce un cambiamento sostanziale nell’equa-
zione, perché esse vanno a sottrarre idrogeno diffusibile dal reticolo, facendo
sì che il valore della derivata nel tempo della concentrazione sia sovradimen-
sionato rispetto a quanto dovrebbe essere.
A tal proposito, McNabb e Foster hanno sviluppato un modello monodi-
mensionale rappresentante il fenomeno espresso dalle seguenti equazioni:
∂C
∂t
= D∂
2C
∂x2
−Nr ∂v
∂t
−Ni∂w
∂t
∂v
∂t
= krC (1− v)− pv
∂w
∂t
= kiC (1− w)
in cui si sono indicati con
• D
[
m2
s
]
la diffusività dell’idrogeno nel reticolo dell’acciaio;
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• C
[
atomi
m3
]
la concentrazione di idrogeno diffusibile nell’acciaio,
• v, w [−] rispettivamente la frazione di trappole reversibili e irreversibili
occupate da atomi di idrogeno;
• Nr,i
[
atomi
m3
]
la concentrazione di trappole reversibili e irreversibili;
• kr,i
[
m3
atomi s
]
il rateo di cattura degli atomi di idrogeno da parte; ri-
spettivamente, delle trappole reversibili e delle trappole irreversibili
relativamente alla loro concentrazione;
• p
[
1
s
]
il rateo di rilascio dell’idrogeno da parte delle trappole reversibili.
Il valore della diffusività del reticolo D dipende fortemente dalla tempe-
ratura, come mostrato in Figura (2.2), secondo la relazione
D = D0e−
Q
RΘ
valida nell’intervallo tra −40 ◦C e 80 ◦C, in cui D0 = 7.23 · 10−8 m2s , Q =
5.69 · 103 Jmol , R = 8.314 JmolK (costante universale dei gas) e Θ è la tempera-
tura corrente in Kelvin.
Figura 2.2
Inizialmente la lamina di acciaio è totalmente libera da idrogeno diffusi-
bile e quindi la concentrazione di idrogeno è nulla su tutto lo spessore, così
come la frazione di trappole occupate (sia reversibili che irreversibili). Come
mostrato nella definizione del problema, la concentrazione di idrogeno dif-
fusibile, durante tutto il tempo dell’esperimento, è fissata agli estremi: C0
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sul bordo sinistro della lamina e 0 sul bordo destro. Si esprimono quindi le
condizioni iniziali e le condizioni al contorno come:
C (x, 0) = 0, v (x, 0) = 0, w (x, 0) = 0,∀x ∈ [0, a]
C (0, t) = C0, C (1, t) = 0, ∀t > 0
Normalizzazione delle equazioni
Per sviluppare un metodo di risoluzione il più generale possibile, le equa-
zioni di McNabb e Foster devono essere adimensionalizzate e normalizzate
in
∂u
∂τ
= ∂
2u
∂X2
− φ∂v
∂τ
− χ∂w
∂τ
(2.1)
∂v
∂τ
= νu (1− v)− µv (2.2)
∂w
∂τ
= κu (1− w) (2.3)
in cui
• u = C
C0
è la concentrazione dell’idrogeno diffusibile normalizzata con la
concentrazione al contorno;
• X = x
a
e τ = tD
a2 sono le variabili spaziali e temporali normalizzate
rispetto allo spessore della lamina e al tempo caratteristico del sistema
a2
D
;
• φ = Nr
C0
e χ = Ni
C0
sono le concentrazioni delle trappole reversibili e
irreversibili normalizzate sulla concentrazione al contorno;
• µ = pa2
D
è il rateo di rilascio delle trappole reversibili moltiplicato per
il tempo caratteristico;
• ν = krC0 a2D e κ = kiC0 a
2
D
sono i ratei di cattura da parte di trappole
reversibili e irreversibili normalizzati sul tempo caratteristico e sulla
concentrazione al contorno.
Questo tipo di normalizzazione si discosta dalla maggior parte della let-
teratura in materia. In particolare è differente il modo di trattare le frazioni
di trappole occupate v e w. Ferris e Turnbull, ad esempio, propongono di
normalizzare le due variabili moltiplicandole rispettivamente per le quantità
adimensionali Nr
C0
e Ni
C0
. Si è reputato però questo metodo poco efficace sia
dal punto di vista fisico che dal punto di vista dimensionale: fisicamente le
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due variabili perdono di significato, mantenendo solo l’andamento; inoltre le
stesse possono variare, a seconda delle condizioni al contorno, da circa 0 fino
a valori nell’ordine di 105, cosa che non permette loro di essere confrontate
con la u, che invece è compresa tra 0 e 1. Risulta che anche le altre costanti
di normalizzazione sono differenti di conseguenza.
In virtù di tale adimensionalizzazione le condizioni iniziali e le condizioni
al contorno assumono la forma
u (X, 0) = 0, v (X, 0) = 0, w (X, 0) = 0,∀X ∈ [0, 1]
u (0, τ) = 1, u (1, τ) = 0, ∀τ > 0 (2.4)
Nelle tre equazioni normalizzate le tre variabili da determinare sono quin-
di u (X, τ), v (X, τ), w (X, τ), mentre dalle condizioni al contorno risulta che
l’intervallo di valori di tutte e tre le variabili è compreso in [0, 1].
La grandezza che però deve essere valutata, in quanto rilevata sperimen-
talmente, è il flusso di idrogeno J(τ) in uscita dal lato della lamina in cui la
concentrazione di idrogeno è imposta nulla. In caso monodimensionale, se-
condo la prima legge di Fick, tale flusso si valuta a partire dalla distribuzione
della concentrazione dell’idrogeno diffusibile come
J(t) = −D∂C
∂x
(a, t)
Nella trattazione, come poi anche nel codice numerico, ci si riferirà al
flusso normalizzato rispetto al flusso del sistema a regime stazionario J∞,
valutabile considerando la (2.1) e le (2.2) e (2.3) aventi nulli i termini di
derivata rispetto al tempo:
J∞ =
DC0
a
.
Di conseguenza risulterà
J
J∞
(t) = − a
DC0
D
∂C
∂x
(a, t) = − ∂u
∂X
(1, τ) (2.5)
Modello matematico
Frazione di trappole reversibili
L’equazione (2.2) può essere riscritta nella forma
∂v
∂τ
+
(
ν
∂z
∂τ
+ µ
)
v = ν ∂z
∂τ
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in cui z (τ) ≡ ∫ τ0 u (s) ds. L’equazione differenziale di primo ordine con
coefficienti variabili si risolve chiamando S(τ) = ν ∂z
∂τ
+ µ e T (τ) = ν ∂z
∂τ
,
riscrivendo l’equazione come
v˙ + vS(τ) = T (τ)
che diventa, moltiplicando i membri per e
∫ τ
0 S(s) ds,
v˙e
∫ τ
0 S(s) ds + vS(τ)e
∫ τ
0 S(s) ds = T (τ)e
∫ τ
0 S(s) ds
che è equivalente a scrivere
d
dτ
(
ve
∫ τ
0 S(s) ds
)
= T (τ)e
∫ τ
0 S(s) ds
la cui espressione integrata è
v(τ) = e−
∫ τ
0 S(s) ds
∫ τ
0
T (s)e
∫ s
0 S(s
′) ds′ ds (2.6)
Gli integrali
∫ τ
0 S(s) ds e
∫ τ
0 T (s)e
∫ s
o
S(s′) ds′ ds si risolvono come
∫ s
0
S(s) ds =
∫ τ
0
(
ν
∂z
∂s
+ µ
)
ds = νz(τ) + µτ
∫ τ
0
T (s)e
∫ s
o
S(s′) ds′ ds =
∫ τ
0
ν
∂z
∂s
eνz(s)+µs ds =
∫ τ
0
νeνz(s)+µsu(s) ds
che, sostituiti nella (2.6), fanno pervenire alla
v(τ) = ν
∫ τ
0
e−µ(τ−s)e−ν[z(τ)−z(s)]u(s) ds (2.7)
Discretizzando temporalmente, si scrive l’equazione (2.7) relativamente
al j-esimo e al (j + 1)-esimo time-step:
vj = ν
∫ τ j
0
e−µτ
j−νzjeµs+νz(s)u(s) ds
vj+1 = ν
∫ τ j+1
0
e−µτ
j+1−νzj+1eµs+νz(s)u(s) ds
e, sottraendo membro a membro, si ottiene la
vj+1eµτ
j+1+νzj+1 − vjeµτ j+νzj = ν
∫ τ j+1
τ j
eµs+νz(s)u(s) ds (2.8)
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Supponendo che, per time-step ∆τ sufficientemente piccoli, l’andamento
di z(τ) e u(τ) si possa approssimare come lineare nell’intervallo [tj, tj+1],
l’integrale a secondo membro si riscrive come∫ τ j+1
τ j
eµs+νz(s)u(s) ds =
∫ τ j+1
τ j
eν(zj−
∆z
∆τ τ
j)e(µ+ν
∆z
∆τ )s
[
uj + ∆u∆τ
(
s− τ j
)]
ds
Risolvendo l’integrale per parti e riarrangiando l’equazione (2.8) si ottiene
l’espressione finale della vj+1 nell’i-esimo punto della mesh spaziale come
vj+1i = v
j
i γ
j+1
i + u
j+1
i α
j+1
i + u
j
iβ
j+1
i (2.9)
dove si sono chiamate
γj+1i = e−(µ+νu¯
j+1
i )∆τ
αj+1i =
ν
µ+ νu¯j+1i
[
1− 1− γ
j+1
i
(µ+ νu¯j+1i )∆τ
]
βj+1i =
ν
µ+ νu¯j+1i
[
−γj+1i +
1− γj+1i
(µ+ νu¯j+1i )∆τ
]
in cui u¯j+1i = 12
(
uji + u
j+1
i
)
. I pedici i e gli apici j delle variabili si riferiscono
rispettivamente al passo spaziale (∆X) e al passo temporale (∆τ) corrente.
Frazione di trappole irreversibili
Analogamente a quanto visto sopra, si opera sull’equazione (2.3) riscri-
vendola come
∂w
∂τ
+ κuw = κu
Utilizzando lo stesso procedimento, chiamando S(τ) = κu(τ) e T (τ) = κu(τ),
si scrive
w˙ + wS(τ) = T (τ)
da cui
w(τ) = e−
∫ τ
0 S(s) ds
∫ τ
0
T (s)e
∫ s
0 S(s
′) ds′ ds
Gli integrali
∫ τ
0 S(s) ds e
∫ τ
0 T (s)e
∫ s
0 S(s
′) ds′ ds si risolvono come∫ τ
0
S(s) ds =
∫ τ
0
κu(s) ds =
∫ τ
0
κ
∂z
∂s
ds = κz(τ)
∫ τ
0
T (s)e
∫ s
0 S(s
′) ds′ ds =
∫ τ
0
κ
∂z
∂s
eκz(s) ds = eκz(τ) − 1
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dai quali si ottiene la funzione
wji = 1− e−κz
j
i (2.10)
con le stesse notazioni del caso precedente per quanto riguarda indici e pedici.
Sistema risolvente
Ottenute le espressioni (2.9) e (2.10) si riarrangia l’equazione principale
(2.1) ottenendo
∂u
∂τ
+ Pu− φµv = ∂
2u
∂X2
(2.11)
dove P (X, τ) = φν(1 − v) + χκ(1 − w). La discretizzazione dell’equazione
(2.11) viene fatta utilizzando il metodo di Crank-Nicolson in cui l’equazione
alle differenze è centrata rispetto all’i-esimo punto spaziale e rispetto al punto
intermedio tra il j-esimo e il (j + 1)-esimo punto temporale.
uj+1i − uji
∆τ +
1
2
(
P ji u
j
i + P
j+1
i u
j+1
i
)
− φµ2
(
vji + v
j+1
i
)
= 12
(
uj+1i+1 − 2uj+1i + uj+1i−1 + uji+1 − 2ujI + uji−1
∆X2
)
(2.12)
dove il termine φµ2
(
vji + v
j+1
i
)
a primo membro è sostituito, con riferimento
all’equazione (2.9), da φµ2
(
vji + γ
j+1
i v
j
i + α
j+1
i u
j+1
i + β
j+1
i u
j
i
)
.
Partendo dalle condizioni iniziali (2.4), riscritte come
~u0 =

1
0
...
0
, ~v0 = ~w0 =

0
...
0

e dall’equazione (2.12) si esprime il sistema risolvente che, dati i vettori ~uj e
~vj, permette di ricavare il vettore ~uj+1 relativo all’istante di tempo successivo:
Xj+1~uj+1 = Yj+1~uj +Nj+1~vj (2.13)
Le matrici del sistema (2.13) hanno le seguenti espressioni (la prima e
l’ultima riga delle matrici differiscono dalle altre perché implementano le
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condizioni al contorno):
Xj+1 =

1
A Bj+12 A
A Bj+13 A
. . .
A Bj+1n A
1

Yj+1 =

1
Γ ∆j+12 Γ
Γ ∆j+13 Γ
. . .
Γ ∆j+1n Γ
1

Nj+1 =

0
Ej+12
Ej+13
. . .
Ej+1n
0

dove
A = − 12∆X2
Γ = 12∆X2
sono termini costanti nello spazio e nel tempo, mentre gli altri termini di-
pendono dalla posizione spaziale e variano col tempo
Bj+1i =
1
∆τ +
1
2P
j+1
i −
φµ
2 α
j+1
i +
1
∆X2
∆j+1i =
1
∆τ −
1
2P
j
i +
φµ
2 β
j+1
i −
1
∆X2
Ej+1i =
φµ
2 (1 + γ
j+1
i )
Da notare che i valori dei termini delle 3 matrici del sistema (2.13) di-
pendono dal risultato del sistema stesso al tempo corrente. Pertanto, per
ogni time step, deve essere implementato un processo iterativo che aggiorni
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le matrici alla luce del risultato ottenuto al passo iterativo precedente. Le
iterazioni termineranno quando il modulo del vettore differenza tra due ~uj+1
relativi a passi consecutivi sarà inferiore a un valore prefissato (posto pari a
10−5).
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Implementazione del codice
Risoluzione del sistema
Il metodo numerico per la risoluzione delle equazioni (2.1), (2.2) e (2.3)
viene implementato su un codice il cui cuore è il processo iterativo al tempo
j-esimo, in cui si risolve il sistema (2.13). Per ogni step temporale questo
sistema lineare nell’incognita ~uj+1 deve essere risolto il numero di volte ne-
cessario a raggiungere la convergenza, da cui è chiaro quanto sia importante
che il metodo risolutivo sia leggero e veloce.
Ad esempio si può considerare una simulazione in cui si vuole ottenere il
flusso dopo 10min considerando un passo temporale ∆τ = 13000 : valori tipici
dei problemi che si considereranno. Supponendo che il processo iterativo
raggiunga la convergenza mediamente dopo 3 passi, risulta che il sistema
deve essere risolto oltre 6 · 106 volte.
Oltre all’algoritmo di inversione sarà importante anche il linguaggio in
cui verrà implementato il codice; nella trattazione si confronteranno codici
scritti in un linguaggio ad alto livello, come Matlab, con uno a livello più
basso, quale il C++. Il confronto tra i vari codici scritti, poi, sarà effettuato
esclusivamente sul tempo di esecuzione: infatti, per quanto riguarda la me-
moria allocata, in tutti casi si è abbondantemente entro i limiti di memoria
di un comune supporto informatico.
I tempi di esecuzione che si riporteranno sono relativi al codice lanciato
su un HP Pavillion dv6000 con processore Intel DuoCore a 2.0GHz di clock e
2.0GB di RAM. Il valore del tempo di esecuzione, però, non è un parametro
assoluto, in quanto può variare anche più di un ordine di grandezza in fun-
zione del processore in cui è fatto girare il codice. Quello che è importante è
invece il confronto relativo tra i vari tempi di esecuzione, per poter dare una
quantificazione alle differenze tra le diverse versioni di codice che saranno
confrontate.
Il sistema fisico considerato come standard di prova presenta le caratteri-
stiche mostrate in Tabella (3.1). Nella discretizzazione del modello matema-
tico, invece, si suddivide la dimensione spaziale a in 50 elementi e il tempo
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normalizzato τ in 3000 elementi. Come già detto, la discretizzazione tem-
porale determina quante volte viene chiamato il solutore del sistema lineare,
mentre la discretizzazione spaziale determina la dimensione delle matrici e dei
vettori del sistema stesso (quindi in questo caso si avranno matrici 50× 50).
Tfin 1 · 104 s
Θ 23 ◦C
a 1 mm
C0 1.204 · 1023 m2s
Nr 1 · 1025 atomim3
kr 5 · 10−25 m3atomi s
p 0.03 1s
Ni 1 · 1022 atomim3
ki 5 · 10−25 m3atomi s
Tabella 3.1
La prima simulazione viene lanciata in ambiente Matlab e, per la solu-
zione del sistema, si utilizza il metodo implementato di default, ovvero una
fattorizzazione LR con pivoting sulle colonne. Il tempo di esecuzione è pari
a 28 s.
Sfruttando il fatto che il sistema da risolvere presenta matrici tridiagonali,
si è scritto un secondo codice che calcola in forma chiusa gli elementi sij
dell’inversa S della matrice Xj+1, quadrata, tridiagonale, di dimensione n,
implementando il seguente metodo:
sij =

(−1)i+j
dn
en−jdi−1
∏j−1
k=1 ck i ≤ j
(−1)i+j
dn
en−idj−1
∏i−1
k=1 bk i ≥ j
in cui ci = xi,i+1 è l’elemento diX sopra diagonale alla i-esima riga, bi = xi−1,i
è l’elemento di X sotto diagonale alla i-esima colonna e di e ei sono i minori
calcolati come
d−1 = 0, d0 = 1, d1 = a1, di = aidi−1 − bi−1ci−1di−2 (i = 2, ..., n)
e−1 = 0, e0 = 1, e1 = an, ei = an+1−iei−1 − bn+1−icn+i−1ei−2 (i = 2, ..., n)
dove gli ai = xi,i sono gli elementi sulla diagonale di X. Per questo secondo
caso si è usato il linguaggio C++ e l’esecuzione che sfrutta questo metodo di
soluzione del sistema lineare impiega 186 s.
L’ultimo codice, sviluppato sempre in C++, utilizza di nuovo la fattoriz-
zazione LR, ma sfrutta la tridiagonalità del sistema lineare. Infatti, in questo
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caso, il pivoting non è necessario, ma si possono usare tecniche di pavimen-
tazione come mostrato di seguito. Si può scomporre, infatti, la matrice del
sistema come X = LR in cui
L =

1 0
β2 1 0
. . .
βn−1 1 0
βn 1
 , R =

α1 c1
0 α2 c2
. . .
0 αn−1 cn−1
0 αn

dove ci = xi,i+1, α1 = x1,1 eβi =
xi,i−1
αi−1
αi = xi,i − βici−1
(i = 2, ..., n)
Con questa ultima implementazione il codice presenta un tempo di ese-
cuzione pari a 6.9 s mostrando sia la maggior rapidità di un linguaggio a più
basso livello rispetto a Matlab che la maggior efficienza numerica rispetto
all’inversione secca della matrice del sistema. Un ulteriore vantaggio del me-
todo LR rispetto alla semplice inversione risiede nel fatto che, all’aumentare
della dimensione delle matrici, il tempo di esecuzione aumenta linearmente
e non quadraticamente.
Come è stato già accennato, per ogni time step bisogna risolvere più volte
il sistema (2.13) per pervenire alla soluzione ~uj+1, in quanto facente parte
di un processo iterativo. Il criterio adottato per la convergenza della gene-
rica iterazione consiste nella valutazione della norma 2 della differenza tra
due vettori soluzione successivi
∥∥∥(~uj+1)k − (~uj+1)k−1∥∥∥. Se tale valore risulta
inferiore a 105 si prende l’ultima soluzione come arrivata a convergenza e si
passa al time step successivo.
Per completezza si mostrano i risultati ottenuti in termini di concentrazio-
ne u(x), frazione occupata di trappole reversibili, v(x), e irreversibili, w(x),
e andamento del flusso nel tempo, J(t).
Dall’andamento del flusso normalizzato, che tende al valore unitario, dal-
l’andamento della concentrazione u nello spessore della lamina, così come dal
fatto che le trappole irreversibili w siamo tutte sature, risulta che effettiva-
mente si è arrivati al regime stazionario. La frazione di trappole reversibii
v(x), invece, ha un andamento non lineare perché il regime viene raggiunto
all’equilibrio tra tasso di cattura e tasso di rilascio. Per avere la saturazione
delle trappole reversibili occorre, infatti, che esse abbiano una concentrazione
di molti ordini di grandezza inferiore alla concentrazione al contorno.
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Figura 3.1
Figura 3.2
Figura 3.3
Si noti che nei grafici non sono definite v(0), v(a), w(0) e w(a): questo
perché il modello di McNabb e Foster non prevede condizioni al contorno per
le frazioni di trappole occupate, ma solo condizioni iniziali.
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Figura 3.4
Analisi di convergenza
Una volta stabilito il metodo di risoluzione del sistema occorre dimensio-
nare sia la mesh spaziale che quella temporale, ovvero determinare le gran-
dezze ∆X e ∆τ . Tale problema si colloca, poi, in una generica analisi di
convergenza del metodo sviluppato.
Come vedremo, ma anche come si poteva supporre a priori, maggiormen-
te si infittiscono i nodi, più si tende alla soluzione esatta delle equazioni del
metodo. Di contro un numero eccessivo di nodi provoca tempi di esecuzione
non accettabili per quello che è l’utilizzo finale del metodo numerico presen-
tato, ovvero l’inserimento in codici più complessi che ne chiamano un elevato
numero di istanze.
In questo paragrafo si cercherà dunque un compromesso tra tempo di
esecuzione e precisione del risultato, considerando anche le consistenti incer-
tezze degli apparati sperimentali che misurano le grandezze da confrontare
coi risultati che si ottengono in simulazione. Le simulazioni che si lanceranno
simuleranno un sistema con le proprietà scritte in Tabella (3.2).
Tfin 5 · 103 s
Θ 23 ◦C
a 1 mm
C0 1.204 · 1023 m2s
Nr 1 · 1025 atomim3
kr 5 · 10−25 m3atomi s
p 0.03 1s
Ni 1 · 1022 atomim3
ki 5 · 10−25 m3atomi s
Tabella 3.2
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Mesh spaziale
Nel primo studio si tiene fisso il valore di ∆τ = 13000 , facendo variare il
numero di nodi spaziali da un minimo di 10 a un massimo di 1000, consi-
derando quest’ultima quale soluzione “esatta”. Come termine di confronto,
l’esecuzione per ottenere tale soluzione richiede 106.7 s.
Si mostrano di seguito i grafici che esprimono il valore della differenza,
istante per istante, tra due flussi J(t) calcolati con un diverso numero di nodi
spaziali indicati a pedice, normalizzata rispetto al valore del flusso a regime
J∞.
Figura 3.5
Figura 3.6
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Figura 3.7
Figura 3.8
La Figura (3.5) mostra la differenza relativa tra il flusso “esatto” e il
flusso con mesh spaziale avente 200 nodi, che risulta essere molto ridotta:
nell’ordine di 1 · 10−5. L’esecuzione in questo caso ha richiesto 17.4 s.
In Figura (3.6) si confronta il flusso di riferimento col flusso ottenuto
dividendo la dimensione spaziale per 100. Diminuisce la precisione (errore
nell’ordine di 1 · 10−4), ma si riduce il tempo di esecuzione a 8.5 s.
Infine, in Figura (3.7), è plottato lo scarto con il flusso calcolato dividen-
do lo spessore della lamina in 10. In questo caso il tempo di esecuzione è
fortemente ridotto ed è pari a 0.7 s. Di contro l’errore si aggira intorno al
2%. Valutato rispetto agli errori rilevati negli altri confronti, quest’ultimo
può sembrare un valore piuttosto elevato, ma, se paragonato con le incertez-
ze sperimentali, risulta essere ampiamente accettabile. Il codice definitivo,
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pertanto, verrà implementato con ∆X = 110 . In Figura (3.8) sono riportati
i due flussi J10(t) e J1000(t) per mostrare quanto in realtà sia contenuta la
differenza fra i due casi.
Per dare un’idea fisica della mesh spaziale, considerare ∆X = 110 equivale
a considerare un passo spaziale assoluto, nel caso di lamina di spessore a =
1mm, pari a ∆x = 0.1mm. Invece, nel caso di ∆X = 11000 si considerano
nodi distanziati di ∆x = 1 µm.
Le considerazioni fin qui fatte sono però adatte al caso in cui il dato
interessante sia il flusso nel tempo. Se per caso, dal codice, fosse desiderato
avere un andamento piuttosto preciso della concentrazione (o della frazione
di trappole occupate) in funzione della posizione, tale mesh può rivelarsi
troppo grossolana, valutando le funzioni solo in 10 punti.
Mesh temporale
Adesso si illustrerà lo stesso procedimento visto al paragrafo precedente
relativamente alla mesh temporale, ovvero si farà variare il valore di ∆τ
mantenendo fisso ∆X = 150 . Tutti gli altri parametri di simulazione, relativi
al provino e al tempo di simulazione, sono sempre quelli elencati in Tabella
(3.2).
Come in precedenza, si considera come “esatta” l’espressione del flusso
ottenuta con un passo temporale normalizzato di ∆τ = 1100 000 , la quale ha
richiesto un tempo di esecuzione pari a 84.5 s. Si effettua quindi un confronto
con le soluzioni ottenute con mesh temporali aventi valori di ∆τ via via
decrescenti.
Figura 3.9
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Figura 3.10
Figura 3.11
Nelle figure (3.9), (3.10) e (3.11) è mostrata la differenza, normalizzata
rispetto al valore di regime, tra il flusso “esatto” e tre diversi funzioni di flus-
so ottenute ponendo, in sequenza, ∆τ = 150 000 , ∆τ =
1
5000 e ∆τ =
1
500 . Le tre
funzioni di flusso hanno richiesto un tempo di esecuzione rispettivamente di
44.1 s, 5.9 s e 1.0 s. In virtù dei ragionamenti fatti precedentemente riguardo
agli errori sperimentali, risulta che utilizzare un passo temporale normaliz-
zato di ∆τ = 1500 è più che accettabile, dato che si hanno errori inferiori
all’1%.
Fisicamente, per i parametri considerati, adottare un passo spaziale nor-
malizzato di ∆τ = 1500 equivale a valutare le funzioni ogni ∆t = 0.27 s, a
fronte del ∆t = 1.4ms nel caso di ∆τ = 1100 000 .
Di nuovo si mostrano i due flussi J500 e J100 000 a confronto su uno stesso
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diagramma in Figura (3.12), per permettere di apprezzare meglio la minima
differenza che si ha fra le due funzioni.
Figura 3.12
Come valutazione conclusiva dell’analisi di convergenza, si plotta il flusso
relativo a una mesh avente ∆X = 11000 e ∆τ =
1
100 000 assieme al flusso
ottenuto con la mesh adottata. La prima simulazione ha richiesto un tempo
di esecuzione di 32min e 37 s, mentre la seconda di 0.3 s. Come riscontrabile
in Figura (3.13), il massimo scostamento fra le due soluzioni è inferiore al
3%.
Figura 3.13
A seguito delle considerazioni fatte nel presente capitolo, quindi, si risolve
l’equazione (2.12) ponendo ∆X = 110 , ∆τ =
1
500 e avendo sviluppato un
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codice C++ che implementa un processo iterativo risolvente il sistema (2.13)
con una fattorizzazione LR per matrici tridiagonali.
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Analisi dei risultati
Aspetto della soluzione
In questo capitolo si analizzeranno i risultati ottenuti dall’esecuzione del
codice variando i parametri del sistema, in particolare quelli relativi alle trap-
pole. Questo studio è particolarmente importante per capire la strategia da
adottare per la soluzione del problema inverso, vale a dire la determinazione
dei parametri delle trappole data una curva sperimentale di flusso nel tempo.
Tale questione sarà affrontata più nel dettaglio nel prossimo capitolo.
A differenza della maggior parte della letteratura in materia, si è prefe-
rito analizzare le risposte al variare dei parametri fisici del problema, non
degli adimensionalizzati. Questo sia per avere meglio presente la realtà del
fenomeno, ma anche per acquisire una sensibilità relativamente all’influenza
dei singoli parametri.
Per descrivere l’evoluzione di un sistema che segue il modello di McNabb e
Foster, si mostrano i grafici a diversi istanti della concentrazione della frazione
di trappole occupate a diversi istanti di tempo. I parametri del sistema sono
mostrati in Tabella (4.1).
Θ 23 ◦C
a 1 mm
C0 1.204 · 1023 m2s
Nr 1 · 1025 atomim3
kr 5 · 10−25 m3atomi s
p 0.03 1s
Ni 1 · 1022 atomim3
ki 5 · 10−25 m3atomi s
Tabella 4.1
Le soluzioni sono stampate ogni 1000 s, fino all’istante finale Tfin = 5000 s.
Per quanto riguarda la mesh spaziale, in questo caso, visto che sono richieste
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grandezze in funzione dello spazio, si è preso ∆X = 150 per poter valutare le
funzioni in un numero maggiore di punti.
Figura 4.1
Figura 4.2
In Figura (4.1) si mostra l’evoluzione della concentrazione nello spessore.
Si noti, in particolare, come la forma della curva tenda alla retta corrispon-
dente al regime stazionario. Il raggiungimento del regime è tanto più rapido,
quanto più è alta la diffusività equivalente, grandezza di cui si discuterà
nell’ultimo paragrafo del presente capitolo.
Per quanto riguarda la frazione occupata di trappole reversibili, in Figura
(4.2), il regime non corrisponde a un andamento rettilineo nello spessore, ma
la forma della curva dipende dal rapporto φ = Nr
C0
. Per valori molto piccoli
25
Figura 4.3
di tale rapporto, a regime, le trappole reversibili sono pressoché saturate e
v(x) è pari all’unità su quasi tutto lo spessore
In Figura (4.3) è rappresentato l’andamento del tasso di occupazione delle
trappole irreversibili. A regime le trappole irreversibili sono sempre saturate
e ciò avviene tanto prima quanto minore è il rapporto χ = Ni
C0
, ovvero, a parità
di materiale, quanto maggiore è il valore della concentrazione al contorno. Da
ciò deriva che aumentando la concentrazione al contorno si raggiunge prima
lo stato stazionario e, conseguentemente, si alza il valore della diffusività
equivalente.
Trappole reversibili
In questo paragrafo si analizzerà la variazione della forma del flusso al va-
riare dei parametri delle trappole reversibili: concentrazione Nr, rateo di cat-
tura kr e rateo di rilascio p. Come parametri di simulazione si considereranno
sempre quelli di Tabella (4.1), salvo esplicita indicazione, e Tfin assumerà il
valore necessario, di volta in volta, a raggiungere il regime stazionario.
Effetto di Nr
Le prime simulazioni sono effettuate tenendo fisse tutte le grandezze
tranne la concentrazione di trappole reversibili Nr.
Il primo dato interessante, che sarà più volte richiamato nell’analisi di
altri parametri, è che, per concentrazioni basse rispetto alla concentrazione
al contorno, l’effetto delle trappole reversibili è reiettato, come può vedersi in
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Figura 4.4
Figura (4.4). Questo fatto può essere meglio compreso considerando l’equa-
zione (2.1): tutti i termini relativi alla variazione del tasso di occupazione
delle trappole reversibili nel tempo sono moltiplicati per φ = Nr
C0
, per cui,
quando questo parametro è piccolo rispetto all’unità, il valore assunto da tali
termini è trascurabile. In termini fisici, d’altra parte, l’effetto delle trappole
reversibili non è riscontrabile perché, essendo Nr piccolo rispetto a C0, esse
sono presto saturate e non contribuiscono all’evoluzione del transitorio.
Appena l’effetto delle trappole reversibili inizia a essere riscontrabile, circa
per valori di φ > 10−2, si nota che l’aumento della loro concentrazione provoca
una dilatazione del flusso nell’asse dei tempi. Per alte concentrazioni di
trappole, quindi, il regime viene raggiunto sempre più avanti nel tempo,
aumentando il valore della diffusività equivalente.
Effetto di kr
Analogamente a quanto appena visto, si considera il solito sistema fisico
questa volta facendo variare il parametro kr: rateo di cattura delle trappole
reversibili.
In Figura (4.5) si vede come per valori piccoli di kr, e quindi di ν = krC0 a
2
D
,
l’effetto delle trappole non è riscontrabile. Questo perché, nonostante la
concentrazione Nr sia consistente, il rateo di cattura è troppo piccolo rispetto
a quello di rilascio e quindi le trappole reversibili non trattengono idrogeno.
Di fatto è come se le trappole reversibili non ci fossero.
Viceversa, quando kr è elevato si ha che tutto l’idrogeno che entra nel
materiale è assorbito dalle trappole reversibili e quindi, siccome il rateo di
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Figura 4.5
cattura è molto maggiore di quello di rilascio, l’idrogeno viene rilasciato in
quantità trascurabile rispetto a quanto ne viene catturato. Il flusso allora
rimane nullo finché le trappole reversibili non sono saturate, raggiungendo
poi il regime come se di trappole non ce ne fossero più. In questo secondo
caso le trappole reversibili diventano praticamente irreversibili.
È interessante notare come si comporta la derivata del flusso rispetto al
tempo al crescere di kr: parte da un valore elevato, diminuisce raggiungendo
un minimo e ricresce fino al valore di partenza. Questa è una proprietà che
verrà considerata quando verrà affrontato il problema inverso.
Effetto di p
Per l’ultimo parametro relativo alle trappole reversibili, si analizza il
comportamento del sistema al variare del rateo di rilascio p.
Confrontando la Figura (4.6) con la Figura (4.5) risultano evidenti le
somiglianze tra i due grafici. In particolare il sistema risponde in maniera
equivalente all’aumento del rateo di cattura e alla diminuzione del rateo di
rilascio. In effetti, le considerazioni effettuate riguardo al rateo di cattura
possono essere riproposte per il rateo di rilascio.
Questo significa che il parametro che veramente conta nel fenomeno è
il rapporto tra i due ratei moltiplicato per la concentrazione al contorno:
krC0
p
. Il motivo per cui nella normalizzazione delle equazioni si è voluto
mantenere scisso l’effetto dei due parametri è dovuto al fatto che il valore
di p è generalmente costante, a differenza di kr. Introdurre un ulteriore
parametro adimensionale per accoppiare i due ratei avrebbe fatto perdere
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Figura 4.6
l’indipendenza dell’influenza della variazione del rateo di cattura rispetto
alla variazione del rateo di rilascio.
Trappole irreversibili
In questo paragrafo si effettueranno gli stessi procedimenti visti al prece-
dente sui parametri delle trappole irreversibili: concentrazione Ni e rateo di
cattura ki.
Effetto di Ni
Per analizzare il comportamento del sistema al variare della concentra-
zione delle trappole irreversibili, Ni, si riprendono le considerazioni fatte
relativamente alla concentrazione delle reversibili.
In particolare, è importante il valore di Ni in relazione al valore della
concentrazione al contorno C0 e quindi il valore del parametro χ = NiC0 . Ri-
prendendo sempre l’equazione (2.1), è evidente come un valore ridotto di χ,
rispetto agli altri parametri, faccia sì che il contributo dato dalle trappole
irreversibili all’andamento della concentrazione di idrogeno sia trascurabile.
Fisicamente questo comportamento si giustifica considerando che le trappole
irreversibili si saturano immediatamente, vista la grande quantità di idroge-
no in relazione al loro numero, e quindi non danno effetto all’evoluzione del
flusso.
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Questa reiezione è particolarmente importante perché comunemente il
valore della concentrazione delle trappole reversibili è oltre 2 ordini di gran-
dezza superiore al valore della concentrazione delle irreversibili. Da questo
deriva che, in uno stesso esperimento, il peso che hanno trappole reversibili
e irreversibili sull’andamento del flusso è fondamentalmente differente. Inol-
tre, considerando i tipici valori di Ni e delle C0 impostate negli esperimenti,
risulta che l’effetto delle trappole irreversibili è quasi sempre reiettato. Per
poter apprezzare tale effetto occorrono al contorno decisamente basse, cosa
che dà problemi in termini di acquisizione dei dati e incertezza.
Figura 4.7
In ogni caso, in Figura (4.7) è mostrato come cambia il flusso in funzione
di differenti valori di concentrazione delle trappole irreversibili Ni. Una volta
che il parametro χ = Ni
C0
diventa significativo, si nota che l’aumento del
valore di Ni produce una traslazione in avanti nel tempo dell’aumento del
flusso verso lo stato stazionario, senza cambiarne in alcun modo la derivata
rispetto al tempo.
Effetto di ki
Si conclude l’analisi della risposta dei parametri di trappola con lo studio
del comportamento del sistema al variare del rateo di cattura delle trappole
irreversibili ki. Questa ultima serie di simulazioni viene effettuata aumen-
tando il valore della concentrazione delle trappole irreversibili rispetto ai
casi precedenti. Infatti, come mostrato nelle pagine precedenti, se si fosse
mantenuto un valore di Ni = 1 · 1022 atomim3 l’effetto delle trappole irreversibili
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sarebbe stato reiettato. Se si effettuassero simulazioni variando ki per va-
lori troppo bassi di Ni si avrebbero curve tutte uguali al caso di assenza di
trappole irreversibili. Di conseguenza si è posto Ni = 3 · 1024 atomim3 .
In Figura (4.8) sono mostrate le curve di varie risposte, oltre che per
ki = 0 m
3
atomi s , per ki che va da 5 · 10−28 m
3
atomi s a 5 · 10−24 m
3
atomi s , corrispondenti
a valori del parametro adimensionale κ pari rispettivamente a 8.4 · 10−3 e a
84, spaziando quindi da due ordini di grandezza in meno a due in più rispetto
all’unità.
Figura 4.8
L’andamento delle varie curve è meno intuitivo da spiegare rispetto ai
casi visti fino ad ora. Per valori molto bassi di ki il flusso evolve come se non
ci fossero trappole irreversibili fino a quando tali trappole non cominciano ad
assorbire idrogeno. Come si può vedere nella curva in verde, poco prima di
raggiungere il regime, l’andamento del flusso sembra stabilizzarsi. In realtà il
valore di J
J∞ non è costante, ma tende verso l’unità con derivata bassissima, in
quanto molto basso è il valore del rateo di cattura. In questa fase le trappole
irreversibili si stanno riempiendo e finché non sono sature non si raggiunge il
regime.
All’aumentare di ki (curve rossa e azzurra) l’effetto delle trappole irrever-
sibili, corrispondente allo scostamento dalla curva con ki nulla, diventa man
mano più evidente, con un corrispondente aumento della derivata del flusso
rispetto al tempo e un più rapido raggiungimento del regime.
Per valori molto elevati di ki (curve magenta e nera) risulta che il rateo
di cattura è talmente elevato che inizialmente le trappole trattengono quasi
tutto l’idrogeno che passa per la lamina, impedendone il flusso in uscita.
Il valore del flusso aumenta repentinamente quando le trappole irreversibili
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sono sature e quindi il sistema si comporta come se tali trappole non ci fossero
più.
Diffusività equivalente
Un parametro importante per riassumere le proprietà del sistema in esame
è la diffusività equivalente, Deq. La diffusività equivalente è il valore della
diffusività che dovrebbe avere un sistema senza trappole, che quindi segue la
seconda legge di Fick
∂C
∂t
= Deq
∂2C
∂x2
per avere un andamento del flusso simile a quello del sistema con acciaio con
trappole.
La forma della curva del flusso che rispetta la seconda legge di Fick, in
generale, non potrà essere la stessa di una curva di un sistema intrappolato.
Per comprendere questo fatto basta riprendere i grafici mostrati in questo
capitolo. Se un sistema segue la legge di Fick la forma della curva è fissata e,
al massimo, può subire delle omotetie temporali al variare di Deq. Viceversa,
un sistema intrappolato può avere curve di flusso con andamenti molto par-
ticolari. Comunque, il valore della diffusività equivalente, sebbene non possa
dare una descrizione esaustiva delle proprietà del sistema, può dare un’idea
sull’ordine di grandezza del livello di concentrazione trappole all’interno del
materiali.
Metodi per il calcolo di Deq
I metodi per calcolare la diffusività equivalente di un sistema sono prin-
cipalmente quattro. Saranno presentati il metodo del 63% (D63), del time
lag (Dtl), del break through (Dbt) e di Fourier (DF ). I primi tre ricavano Deq
direttamente dalla curva del flusso del sistema in analisi, mentre il quarto
necessita la soluzione di un’equazione.
Il metodo del 63% considera il tempo al quale il flusso del sistema in
esame raggiunge il 63% del valore di regime J∞. Chiamando tale tempo t63,
l’espressione della diffusività equivalente è
D63 =
a2
6t63
dove a è lo spessore della lamina.
Nel metodo del time lag bisogna prendere la curva dell’integrale del flusso
nel tempo
∫ t
0 J(τ) dτ e determinare l’intercetta con l’asse dei tempi della retta
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tangente a tale curva quando il sistema è a regime. Chiamando tale tempo
ttl, l’espressione della diffusività equivalente è ancora
Dtl =
a2
6ttl
Per il break through occorre prendere, nella curva del flusso, il punto in
cui questa cambia segno di concavità. Chiamando tbt l’intercetta con l’asse
dei tempi della retta tangente al flusso nel punto sopra determinato, si ha la
formula della diffusività equivalente:
Dbt =
a2
15.38tbt
Nelle Figure (4.9) e (4.10) sono mostrate in via grafica le tecniche per
ricavare le grandezze sopra descritte.
Figura 4.9
Il metodo secondo Fourier, invece, considera una soluzione analitica con
un sviluppo in serie armonica della seconda equazione di Fick, che ha l’e-
spressione
J(t)
J∞
= 1 + 2
∞∑
n=1
cos (npi) e−DF
n2pi2t
a2
di cui, nella trattazione, si considererà la formulazione secondo la normativa
inglese che prevede di considerare i primi 49 termini dello sviluppo. La
diffusività equivalente DF viene ottenuta ricavando il valore che minimizza
lo scarto quadratico con l’espressione sperimentale del flusso tramite l’utilizzo
di un codice che implementa un metodo di bisezione.
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Figura 4.10
Confronto fra i vari metodi
Figura 4.11
In Figura (4.11) sono mostrati, su uno stesso diagramma, il flusso stam-
pato dal codice assieme ai flussi ottenuti risolvendo numericamente l’equa-
zione di Fick con le varie diffusività equivalenti e al flusso ottenuto plottando
l’espressione secondo Fourier. I parametri fisici del sistema simulato sono
elencati in Tabella (4.2).
Effettuando diverse prove, variando i parametri delle trappole e della con-
centrazione al contorno, si è evidenziato come i metodi de 63%, del time lag e
di Fourier danno risultati sempre molto simili fra loro. Il break through, inve-
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Tfin 7000 s
Θ 23 ◦C
a 1 mm
C0 1.204 · 1023 m2s
Nr 1 · 1025 atomim3
kr 5 · 10−25 m3atomi s
p 0.03 1s
Ni 1 · 1022 atomim3
ki 5 · 10−25 m3atomi s
Tabella 4.2
ce, restituisce una diffusività equivalente che descrive meglio la prima parte
di transitorio, ma poi si discosta anche in maniera significativa dall’effettivo
andamento. Questo comportamento è evidenziato nel grafico in Figura (4.12)
dove si sono mantenuti gli stessi parametri di Tabella (4.2) aumentando la
concentrazione al contorno a C0 = 6.022 · 1023 atomim3 .
Figura 4.12
Un’ultima considerazione sulla diffusività equivalente riguarda il valore
della concentrazione al contorno C0. Come si può capire confrontando le due
curve di Figura (4.11) e di Figura (4.12), la diffusività equivalente non è un
parametro fisso del materiale, ma cambia fortemente al variare della concen-
trazione al contorno. Se, ad esempio, si aumentasse in maniera consistente il
valore di C0, abbastanza da reiettare l’effetto delle trappole, si avrebbe una
risposta del flusso uguale a quella del reticolo puro. In questo caso, quindi,
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tutti i metodi di calcolo della Deq darebbero circa il valore che si avrebbe se
si applicassero alla risposta in flusso di una lamina in acciaio puro.
Nelle due Tabelle (4.3) e (4.4) si elencano le diffusività equivalenti cal-
colate rispettivamente nel caso di lamina di acciaio puro e nel caso di la-
mina con le proprietà di Tabella (4.2) con concentrazione al contorno C0 =
1.204 · 1028 atomim3 , ovvero molto elevata.
D63 7.06 · 10−9 m2s
Dtl 7.22 · 10−9 m2s
Dbt 9.05 · 10−9 m2s
DF 7.34 · 10−9 m2s
Tabella 4.3
D63 7.91 · 10−9 m2s
Dtl 8.06 · 10−9 m2s
Dbt 1.02 · 10−8 m2s
DF 8.23 · 10−9 m2s
Tabella 4.4
Come detto, risulta che le differenze fra le due prove in termini di diffu-
sività equivalente sono inferiori al 10%.
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Il problema inverso
Il problema inverso consiste nell’acquisizione di un grafico sperimentale
del flusso di idrogeno in uscita da una lamina in funzione del tempo, J(t), e
nell’applicazione di un algoritmo che, sfruttando il codice presentato, permet-
ta di ricavare i parametri relativi alle trappole nel materiale. La risoluzione
di tale problema permette l’acquisizione di dati rilevanti dal punto di vista
metallurgico utilizzando una prova sperimentale non distruttiva e ripetibile,
nonché sicuramente più economica rispetto all’analisi cristallografica di un
acciaio. Nel presente capitolo, in particolare, si descriverà un metodo per
ottenere il valore dei parametri relativi alle trappole reversibili.
Considerazioni preliminari
La considerazione da cui partire per affrontare il problema inverso riguar-
da la sensibilità delle curve sperimentali rispetto ai parametri delle trappole.
È stato più volte rimarcato come, in determinate condizioni al contorno, l’ef-
fetto di alcuni parametri di trappole sull’andamento del flusso possa essere
reiettato. Da un certo punto di vista questo è uno svantaggio perché toglie
informazioni al risultato sperimentale acquisito, ma d’altro canto riduce le
variabili da ricavare e permette di focalizzarsi meglio su di esse.
Come già accennato, nella maggior parte dei casi, la concentrazione di
trappole irreversibili è di qualche ordine di grandezza inferiore a quella delle
trappole reversibili. Da ciò deriva che, se si vuole studiare l’effetto delle
trappole reversibili, è necessario mettersi in condizioni sperimentali tali per
cui l’effetto delle irreversibili è reiettato. Non solo: le usuali concentrazioni
di trappole irreversibili sono tali per cui, per evitare la reiezione del loro
effetto, è necessario imporre concentrazioni di idrogeno al contorno talmente
basse da non permettere un’acquisizione di dati compatibile con gli errori
sperimentali. Per questo ci si concentrerà esclusivamente sull’effetto delle
trappole reversibili, senza più considerare la presenza delle irreversibili.
Qualora risulti che le trappole irreversibili abbiano concentrazione piut-
tosto elevata, il loro effetto può comunque essere reiettato effettuando una
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prima prova in modo che esse vengano saturate. La rilevazione sperimen-
tale si effettuerebbe con un secondo esperimento, ripetendo la prova in una
situazione in cui le trappole irreversibili sono sature.
I parametri ricavati dal solutore del problema inverso saranno dunque
la concentrazione di trappole reversibili Nr e il rateo di cattura kr. Il ra-
teo di rilascio p verrà invece considerato costante: ipotesi entro certi limiti
accettabile.
Parametri di analisi
Il problema inverso potrebbe essere affrontato prendendo i parametri geo-
metrici e termici del materiale, la concentrazione al contorno C0 e eseguendo
il codice con tutte le combinazioni plausibili di Nr e kr. La soluzione sa-
rebbe la coppia il cui flusso simulato minimizza lo scarto quadratico con la
curva sperimentale. Lo svantaggio principale di questo approccio è il tempo
di esecuzione del programma. In questo modo si effettuerebbero numero-
se simulazioni con parametri molto differenti da quelli corretti: senza avere
nozioni preliminari sarebbe necessario spazzare vari ordini di grandezza dei
valori delle due variabili, richiedendo migliaia di simulazioni per ogni istanza.
Sarebbe opportuno avere una coppia (Nr, kr) di partenza che si sappia es-
sere nell’intorno della soluzione. Da essa si potrebbe spazzare un sottoinsieme
limitato del dominio delle variabili riducendo consistentemente il numero di
simulazioni. Questo garantirebbe più robustezza all’intero algoritmo: per
quanto riguarda l’ordine di grandezza, la coppia di partenza sarebbe comun-
que una approssimazione della soluzione. L’obiettivo è allora determinare
una coppia di parametri ricavabili direttamente dalla curva del flusso che
potrebbe dare un’indicazione sul valore della coppia (Nr, kr).
Per generalizzare quanto più possibile la trattazione è bene considerare
non più i valori di Nr e kr, ma i relativi parametri adimensionalizzati φ e
ν. In questo modo la soluzione del problema può prescindere dalle dimen-
sioni fisiche del sistema, in una prima fase. I valori della dimensione della
lamina e della concentrazione al contorno saranno utilizzati alla fine per
ridimensionalizzare i parametri. Il solutore otterrà allora una coppia (φ, ν).
I due parametri che si estrapolano per caratterizzare l’andamento del
flusso sono il tempo al quale il valore del flusso è a metà del valore di regime,
t0.5 : J(t0.5)J∞ = 0.5, e il valore della derivata del flusso rispetto al tempo a tale
istante, dJdt (t0.5). Il significato fisico dei parametri presentati è mostrato in
Figura (5.1).
L’andamento di questi due parametri in funzione delle variabili di dominio
φ e ν è mostrato nelle Figure (5.2) e (5.3), in cui si plottano i valori di t0.5 al
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Figura 5.1
variare di φ e ν, e nelle Figure (5.4) e (5.5), dove sono mostrati gli andamenti
di 1
J∞
dJ
dt (t0.5).
Entrambe le variabili sono fatte variare dal valore di 10−2 al valore di
102. Questo perché per valori esterni a tale dominio si avrebbe la reiezione
del loro effetto. Per questo, ogni volta che si effettua una soluzione del
problema inverso occorre verificare che la coppia (φ, ν) sia entro tali limiti.
In caso contrario è consigliato ripetere l’esperimento sotto diverse condizioni
al contorno.
Figura 5.2
Osservando gli andamenti delle quattro curve in funzione delle variabili φ
e ν, si nota che dai due parametri è possibile ricavare dati sufficienti per ot-
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Figura 5.3
Figura 5.4
tenere le informazioni desiderate. Infatti tutti i parametri, tranne la derivata
di J in funzione di ν, hanno andamento monotono nella relativa variabile.
La struttura del solutore del problema inverso è suddivisa in due fasi.
Nella prima fase si ricavano t0.5 e dJdt (t0.5) dalla curva J(t) sperimentale, nel-
la seconda si confrontano i due valori con dei dati ricavati precedentemente e
una volta per tutte. È necessario creare un database che raccolga in memoria
gli andamenti di t0.5 (φ, ν) e di dJdt (φ, ν) e che possa essere aperto e confron-
tato coi parametri ricavati dalla curva sperimentale. È in questo frangente
che si sfrutta maggiormente il vantaggio di utilizzare variabili normalizzate:
sarebbe necessario, altrimenti, costruire un database troppo ampio per rac-
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Figura 5.5
cogliere dati su tutte le combinazioni di spessore e concentrazione al contorno
possibili.
Algoritmo di inversione
Il database che raccoglie le funzioni t0.5 (φ, ν) e dJdt (φ, ν) viene creato effet-
tuando un numero sufficiente di simulazioni col codice sviluppato. Nonostan-
te la normalizzazione delle variabili, non è sufficiente un’unica configurazione
dei parametri sperimentali per poter coprire tutti i casi. È infatti necessario
avere un database diverso per diversi valori dello spessore della lamina a: il
rateo di rilascio p, anche se costante e normalizzato, è sensibile alle variazioni
del valore dello spessore e confrontare curve relative a spessori sufficientemen-
te diversi porta a errori consistenti. La variazione del valore della diffusività
del reticolo D in funzione della temperatura richiederebbe anch’essa diversi
database. A differenza dello spessore, però, tale grandezza cambia relativa-
mente poco e quindi si può creare un database col valore centrale del dominio
per poi, in una seconda fase, effettuare simulazioni col valore di temperatura
corrente.
Per la creazione del database si effettua una simulazione per varie com-
binazioni di φ, ν e a. φ e ν variano da 10−2 a 102 dividendo tale dominio
in 30 in scala logaritmica. Riguardo a, invece, si sono effettuate simulazio-
ni relative a valori da 1mm a 5mm, con un passo di 1mm tra simulazioni
successive. La creazione del database ha richiesto 4500 simulazioni.
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Il programma riceve la curva di flusso e calcola t0.5 (φ, ν) e dJdt (φ, ν). In
funzione del valore di a, immesso da terminale, ricava dal database qual è la
coppia (φ, ν) che meglio fitta quella sperimentale. Se il valore dello spessore
non corrisponde con una lunghezza “tonda” in millimetri, il programma con-
sidera il database con la dimensione che meglio approssima quella corrente;
solo in un secondo momento, così come per la diffusività, verrà considerato
il valore corretto. A tal punto si è ottenuta la coppia (φ, ν) di partenza con
cui ridurre il dominio di ricerca.
Immettendo i valori correnti di D (Θ) e di a si lanciano delle simulazioni
variando φ e ν limitatamente rispetto a quelli calcolati nella prima fase. Per
ogni simulazione si calcola lo scarto quadratico con il flusso sperimentale. La
coppia (φ, ν) che risolve definitivamente il problema inverso sarà quella che
restituisce lo scarto quadratico minore.
La suddivisione logaritmica in 30 elementi del dominio delle due variabili
potrebbe sembrare a maglia troppo larga. In effetti, per valori prossimi al
limite superiore dell’intervallo di dominio, la differenza tra nodi consecutivi
è consistente. Bisogna però considerare due fattori: innanzitutto, se l’espe-
rimento è ben progettato in termini di condizioni al contorno, i valori di φ e
ν non sono prossimi agli estremi del dominio; in secondo luogo, viste le in-
certezze nelle prove, sarebbe scorretto garantire una precisione che non trova
riscontro sperimentale. L’obiettivo massimo che dunque può raggiungere tale
metodo è la determinazione di una o, al massimo, due cifre significative dei
valori di Nr e kr.
Il valore della concentrazione al contorno non viene richiesta all’operatore,
ma il programma la calcola in funzione del valore del flusso a regime. Infatti
la curva di flusso che viene passata al solutore è data in corrente in funzione
del tempo. Nel programma è implementata una formula per ricavare il valore
della concentrazione al contorno, in
[
atomi
m3
]
, in base alla corrente di regime:
C0 =
iregaNA
FD (Θ)S
in cui
• ireg [A] è la corrente di regime;
• a [m] è lo spessore della lamina;
• NA = 6.044 · 1023 atomimol è il numero di Avogadro;
• F = 96 485 Cmol è la costante di Faraday;
• D (Θ)
[
m2
s
]
è la diffusività dell’idrogeno nel reticolo alla temperatura
corrente;
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• S [m2] è la superficie della lamina attraverso la quale avviene il flusso.
Il codice che implementa questo algoritmo è scritto in linguaggio C++,
mentre il database è costituito da 10 file .dat da circa 10 kB l’uno. Per dare
un esempio del risparmio di tempo garantito da questo metodo, il tempo di
esecuzione richiesto per la costruzione del database è nell’ordine di qualche
ora, mentre mediamente un’esecuzione del codice che lo sfrutta è di poche
decine di secondi. Di contro la memoria occupata è di circa 100 kB, ovvero
trascurabile per qualsiasi supporto informatico moderno.
Analisi su prove sperimentali
Il programma sviluppato è stato applicato alle curve sperimentali di flusso
di lamine di acciaio a diversi gradi di laminazione e a diverse temperature. Lo
scopo di queste simulazioni è osservare se, come è prevedibile, la concentrazio-
ne di trappole cresce col grado di deformazione plastica, ma anche per capire
come si comportano i parametri di trappole in funzione della temperatura.
Si mostrano i grafici relativi a quattro prove effettuate a 34 ◦C su un ac-
ciaio industrialmente puro, Figura (5.6) e su altri tre acciai aventi tasso di
laminazione pari al 35%, al 48% e al 68%, mostrati nelle Figure (5.7), (5.8)
e (5.9), rispettivamente. In blu è rappresentata la curva ricavata sperimen-
talmente, mentre in verde quella ottenuta applicando i parametri ottenuti
dall’inversione al primo codice di simulazione presentato.
Figura 5.6
43
Figura 5.7
Figura 5.8
In tutti i quattro casi si nota che i flussi simulati utilizzando i valori
ottenuti dalla soluzione del problema inverso ricalcano gli andamenti speri-
mentali. Questo semplice controllo grafico è una prassi che andrebbe sempre
seguita per verificare che il risultato fornito dal codice sia corretto.
In secondo luogo, relativamente alle curve sperimentali, è bene notare che
in alcuni casi sono sporcate da del rumore. Questo significa che il solutore non
potrà ottenere una precisione superiore a quella che è data dall’apparecchia-
tura sperimentale. È per questo, anche infittendo la maglia nell’inversione,
ha poco senso spingersi oltre la seconda cifra significativa nei parametri di
trappola.
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Figura 5.9
Il primo risultato interessante che può ottenersi dal metodo di inversione
riguarda la caratterizzazione della cristallografia dell’acciaio industrialmente
puro. È noto che tale acciaio non è propriamente privo di trappole, ma è
lo standard che si prende industrialmente. Sarà interessante confrontare il
valore della concentrazione delle trappole in questo tipo di acciaio con i valori
relativi a acciai laminati.
Un fenomeno da notare è che, nonostante le quattro prove siano effettuate
con concentrazioni al contorno non esattamente uguali, all’aumentare del
tasso di laminazione cresce il tempo impiegato per raggiungere il regime. Il
tempo al quale il sistema raggiunge il regime va dai 2000 s circa per l’acciaio
industrialmente puro, ai 7500 s e oltre per l’acciaio laminato al 68%.
Nelle tabelle (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4) si elencano i risultati ottenuti dal-
l’applicazione del metodo di inversione alle prove sperimentali a disposizione.
Dalla tabella dell’acciaio industrialmente puro si leggono valori non tra-
scurabili di concentrazione delle trappole. Tali valori sono comunque almeno
un ordine di grandezza inferiori a quelli relativi agli acciai laminati, giusti-
ficando la denominazione. Dalle quattro tabelle risulta, poi, che a parità di
temperatura la concentrazione di trappole Nr aumenta con il tasso di lamina-
zione. Questo risultato conferma che il numero di dislocazioni, ovvero di siti
trappola, cresce con la deformazione plastica. Un altro fenomeno riscontrato
è la tendenza da parte del rateo di asportazione kr a diminuire leggermente
con la temperatura. La maggiore agitazione termica posseduta dall’idrogeno
a temperature più elevate potrebbe spiegare questo fenomeno, in quanto è
più probabile che un atomo di idrogeno diffusibile abbia l’energia necessaria a
sfuggire alla trappola. Sembra che la concentrazione abbia, invece, un trend
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Acciaio industrialmente puro
23 ◦C Nr 3.5 · 1023 atomim3
kr 2.0 · 10−25 m3atomi s
34 ◦C Nr 7.0 · 1023 atomim3
kr 1.0 · 10−25 m3atomi s
44 ◦C Nr 1.0 · 1024 atomim3
kr 7.5 · 10−26 m3atomi s
62 ◦C Nr 9.0 · 1023 atomim3
kr 1.0 · 10−25 m3atomi s
Tabella 5.1
Acciaio laminato al 35%
23 ◦C Nr 1.5 · 1024 atomim3
kr 1.5 · 10−24 m3atomi s
34 ◦C Nr 1.5 · 1024 atomim3
kr 7.5 · 10−25 m3atomi s
44 ◦C Nr 3.5 · 1024 atomim3
kr 6.0 · 10−25 m3atomi s
62 ◦C Nr 5.5 · 1024 atomim3
kr 2.0 · 10−25 m3atomi s
Tabella 5.2
decrescente con la temperatura.
La verifica di queste considerazioni e la validazione completa del codice
richiedono un numero molto più alto di rilevazioni sperimentali. Essendo
limitato il numero di prove a disposizione, non è possibile estrapolare con
sicurezza dai dati ricavati delle leggi che leghino concentrazione e rateo di
cattura con la temperatura. È inoltre opportuno applicare il programma
su più ripetizione di una stessa prova per poter effettuare un’analisi sta-
tisticamente rilevante dei risultati ottenuti. Si suggerisce infine, per ogni
configurazione di materiale e temperatura, di effettuare più esperimenti con
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Acciaio laminato al 48%
23 ◦C Nr 2.0 · 1024 atomim3
kr 2.0 · 10−24 m3atomi s
34 ◦C Nr 4.0 · 1024 atomim3
kr 4.5 · 10−25 m3atomi s
44 ◦C Nr 4.5 · 1024 atomim3
kr 3.5 · 10−25 m3atomi s
62 ◦C Nr 7.0 · 1024 atomim3
kr 3.0 · 10−25 m3atomi s
Tabella 5.3
Acciaio laminato al 68%
23 ◦C Nr 8.0 · 1024 atomim3
kr 6.5 · 10−25 m3atomi s
34 ◦C Nr 8.5 · 1024 atomim3
kr 3.5 · 10−25 m3atomi s
44 ◦C Nr 8.5 · 1024 atomim3
kr 3.0 · 10−25 m3atomi s
62 ◦C Nr 9.5 · 1024 atomim3
kr 3.0 · 10−25 m3atomi s
Tabella 5.4
concentrazioni di idrogeno al contorno differenti.
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Conclusioni
Nella tesi sono stati sviluppati un codice che simula la diffusione di idro-
geno nell’acciaio, secondo il modello di McNabb e Foster, e un programma
che ricava i parametri delle trappole reversibili in un materiale, data la curva
sperimentale di flusso di idrogeno in uscita da una lamina metallica. Per lo
sviluppo di tale programma sono state tratte significative conclusioni riguar-
danti l’effetto che hanno determinati valori dei parametri delle trappole sulla
forma della curva di flusso. È stata inoltre rilevata l’importanza che assu-
me il valore della concentrazione al contorno nell’ambito degli esperimenti
di permeazione dell’idrogeno. Parallelamente, è stata effettuata un’anali-
si di quanto i metodi usualmente utilizzati per il calcolo della diffusività
equivalente sono effettivamente indicativi delle proprietà dei materiali.
I risultati ottenuti sono incoraggianti, ma è necessario effettuare uno stu-
dio con un numero molto più elevato di prove sperimentali per validare con
maggior accuratezza il programma. In particolare, sarebbe opportuno effet-
tuare tante prove su uno stesso materiale variando la concentrazione al con-
torno per verificare sperimentalmente le considerazioni fatte sulla reiezione
dell’effetto delle trappole. Un altro possibile utilizzo della procedura svilup-
pata riguarda lo studio della variazione del rateo di cattura delle trappole al
crescere della temperatura.
Una volta validata accuratamente la procedura, sarebbe utile confrontare
i risultati con quelli forniti dalle formule empiriche disponibili in letteratura.
In questo modo si potrebbero stabilire con maggiore precisione quali sono le
situazioni in cui tali formule sono effettivamente applicabili.
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